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(Communicated at the meeting of January 30, 1971)
1. Beschran k t additives MaB in Pro d uktr au men
Die nachfolgenden Seiten setzen die Betrachtungen unserer Noten:
Methoden zur Erweiterung von (beschrankt) additiven Maf3en in Somen-
rinqen. 1) und M ethoden zur Erweiterung von M af3en in c-Somenrinqen. IbiS)
fort. Nur sind die hier betrachteten Somenringe immer Mengenringe in
abstrakten Raumen, 2) und sind die MaBe fl immer endlich.
Aus den (endlich vorausgesetzten) MaBen flj fur die Mengen von Ringen
2(jo in ffij (j = 1, 2) erhalt man im Produktraum ffi12 ein besohrankt additives
endlichwertiges MaB fl12 fur die Mengen von 2(~2 (§ 1). Da nun mj, flj,
~{jO, 2(j und m12, fl12, ~{~2' 2(12 die lac. cit. 1), § 5bis formulierte Hypothese 2*)
erfullen, gibt es Erweiterungen von flj zu einem MaBe mj und von fl12
zu einem MaBe m12, welche sowohl mittels cines auBeren wie mittels eines
inneren MaBes erreicht werden konnen, Spezialisierung von ffil und 2(1°
fuhrt fur eine Klasse von positiven Funktionen in ffi2 zu Ordinatenmengen
(in ffi12) , deren m12-MaB das m2-Integral solcher Funktionen definiert;
wahrend bei fl2 nur besehrankt additiv das m2-Integral Eigenschaften
wie das Riemann-Integral im euklidischen Raum Rn hat (Abschnitte A.
I) Siehe diese Proceedings, Series A, 73, S. 376-384 (1970).
IbiS) Siehe diese Proceed., Series A, 73, S. 361-375 (1970).
2) Die in meiner Arbeit in Fund. math. 24 (1935) gegebenen MaD- und Integra-
tionstheorieen in Punktraumon wurden in Indag. math. 8, S. 64-81 (1946) ubertragen
in Strukturen, wobei die gewohnlichen Punktfunktionen durch abstrakte Orts-
funktionen crsetzt wurden. Man sieht unschwer ein daf die in der heutigen Arbeit
vorgefUhrten Integrationstheorieen analoge Erweiterungen in Strukturen, wieder
bei Ersetzung von Punkt- durch Ortsfunktionen, zulassen; sie lassen sich bei den
eben zitierten Arbeiten in diesen Proceed. A, 73 (1970) anschlieDen, wobei das
auDere MaD sich wie hier unter A. und D., das innere MaD wie hier unter B. und E.
anwenden laDt. Vergleiche auch D. KAPPas, Probability algebras and Stochastic
spaces 1969, insbes, Ch. 4 mit: Bibliographical Notes.
2*) Aquivalent mit dieser Hypothese ist die etwas einfachere Annahme: 1st
fur ein Soma a E ~ die obere Grenze aller f1(b) mit b E ~o und ~ a endlich, so gibt
es ein Soma a::2 a, E ~o mit f1(a) endlich.
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und B.), hat bei fl2 beschriinkt- und (J'-additiv das m2-Integral die Eigen-
schaften der Lebesgue-Intcgrale in Rn (Abschnitte D. und K).
Das dritte Erweiterungsverfahren fur Maile loco cit. 1), § 7 bzw. IbiS),
§ 7 ftihrend vom Mail m2 zu einer Erweiterung m2* hat ein Analogon beim
Integral, welches zu Erweiterung der Klasse von m2-integrierbaren Funk-
tionen fuhrt (Abschnitte C. und F.).
Die Beschriinkung auf nur positive Funktionen liiilt sich mittels be-
kannter Verfahren [vergl. etwa meine Arbeit in Fund. math. 24, §§ 17-22,
25] heben; wir meinen die nahere Ausf'uhrung unterdrucken zu diirfen.
§ 1. 58j sei der Somenring ( der Boolesche Somenverband) aller Teil-
mengen des Punktraumes ffij (j = 1 oder 2); mjo sei ein (eigentlicher oder
uneigentlicher) Teilsomenring, fur dessen Elemente eine nicht-negative
(Werte in R+, also endlich) additive Somenfunktion, also ein beschriinkt
additives Mail flj definiert sein soll, wobei fur wenigstens ein Soma von
mjo der Wert von flj (endlich und) =1= O.
Im Produktraum ffiI2 - ffil X ffi2, mit dem Somenring 5812 aller ihrer
Teilmengen, seien elementare Somen alle Somen, welche sich schreiben
lassen als Produkte A x B mit A ~ ffil und B ~ ffi2' m~2 sei der kleinste,
die Klasse mlo x m20 enthaltende Teilsomenring von \~h2; dabei wird
mlo x m20 gebildet von denjenigen elementaren Somen von ffiI2, welche
sich schreiben lassen: A x B mit A E miD, B E m2o.
Sa t z.") Bei AI, BI,I, B I ,2, ... , BI,n E 2hO und A 2, B 2, I, ... , B 2,n E m20 ist
die Differenz
n
Al X A 2- (AI x A 2)· .2 BI,j X B 2,j
i=1
Summe von hochstens 2n , einander fremden, nicht leeren und zu m~2
gehorenden, elementaren Somen.
Satz. 3 ) Die Summe von endlich vielen, nicht immer einander frem-
den Somen aus mlo x m20 ist Summe von endlich vielen, einander fremden
Somen aus mlox m2o.
Satz. 3 ) Jede zu m~2 gehorende Menge in ffiI2 ist Summe von endlich
vielen, einander fremden, zur Klasse mlo x m20 gehorenden Somen.
Definition. 3) FUr die Somen von m~2 liiilt sich nun ein beschriinkt
additives Mail flI2 einfiihren durch die Verabredung: Bei P E m~2 mit
n
P= .2 A j x Bj, wobei AjE mlo, B jEm20 , (AhxBh)·(Aj2XBj2)=0 (h=l=j2),
sei i=1
n
fldP) = .2 flI(A j)· fl2(Bj).
i=1
8) Vergl. Fund. math. 24, S. 87 u.f,
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Bemerkung . Del' Wel't von /l12 (P) ist cindeut ig bestimmt fill' jedes
P E ~~2; es gibt ein Soma Po E ~~2 mit /l12 (Po) =/=- 0 und endlich .
§ 2. Del' in § 5 von Methoden zur Erweiterung von (beschrankt) additiven
MafJen in Somenringen 1) bewiesene Satz Hil3t sich auf 58j, \lljO, /lj (j = 1,2)
und auf 5812, \ll~2' /l12, deflniert im hier vorangehenden Pal'., anwenden,
und liefert dann : 10 einen Teilsomenring \llj von 58j (j = 1, 2), welcher
diejenigen Semen aus 58j enthalt , deren jedes sich durch ein Soma au s
~(P uberdecken liiBt, daneben fill' jedes A(j) E 2(j einen (endli chen) Wert
(m°)j(A(j») =untel'e Grenze del' /lj(A) mit 11 E \lljO, A (j) ~ 11;
20 einen Teilsomcnring 2(12 von 5812, weloher diejenigen Somen (Mengen)
von 5812 enthalt , deren jedes sieh durch ein Soma (Menge) aus \ll~2 uber-
deeken HWt, daneben fill' jede s A (12) E \ll12 einen (endli chen) Wert
(m0)I2(A (12») = untere Gre nze del' /l12(A) mit 11 E \ll~2' A (12) ~ A.
Fur (mO)j, \llj (j = 1,2) und (m0)I2, 2(12 sind die Axiome 10 _60 von §§ 1, 2, 3
der zitierten A rbeit beweisbare Siitze; die eben zitierten Paragraphen liefern
dabei zugehorige Somenringe K, (j = 1, 2) und K 12 von (mO)r bzw. (mOh2-
melibaren Semen , wobei \llj~ x,~ 2'(jo und 2'(12 ~ K 12~ 2'(~2 ' wahrend fill'
A (j) E ~(jO (j = 1, 2) und A (12) E \ll~2 gilt
mj(A.(j») - (m0)j(A. (1») = /lAA (1») bzw. mI2(A. (12») = (mOh2(A(12»)=/l12(A. (12») .
(Kjlmj _ (mO) j) ist eine in \llj vollstandige Erweiterung von (\llol/lj) (j = 1
oder 2); (K 121 m12 = (mOh2) ist cine in 2(12 vollstandige Erweiterung von
(\ll~21/l12).
§ 3. Bat z . Jede elementare Menge A.(1) x A.(2) , mit A. (1) E KI, A.(2) E ](2,
also auch (m0)I(A.(1») , (m0)z(A(2») endlich, geh6rt zum Somenr ing ](12.
Aus dem Satz folgt unmittelbar das
Korollar : Del' kleinste Ring tiber die Kl asse del' im Sat z definierten
Mengen A (I) x A (2) ist ein (echter oder unechter) Teilring von K 12.
Beweis d es Sat.z es , Aus A(j) E K j (j =I ,2) folgt v) bei 1J >0 die
4) Erganzung der in Fu13n. 1 zitierten Arbeit : mO(a), defini ert mitteis p, in § 5
von loco cit. 1), sei endlic h ; ZU f) > 0 gibt es dann ein a:;2 a und E 12{0 mit
(<X) p,(a) < mO(a ) + f) .
Nach der Definition mit Bemer kung in § 1 von lac. ci t . I) und dem Satz von § 5
in lac. cit. 1) ist
mo(a) = mO(a )- mO(a -a)
= fl,(a ) - [untere Gren zc aller fl,(b) mit a :;2 b:;2 a-a und b e 12{0]
= obere Grenze aller f1(a-b) b ei denselben b
~ ob ere Grenze a ller It(C) bei c ~ a und E 12{0.
Da aul3erdem fur ein solches c
!l(c) =mO(c)~mo(c) ~ mo(a)
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dabei ist mj (m0)j das (mO)rMaB der Somen von K j .
Nun ist
(2) A 2(1) x A 2(2) ~A (1) x A(2)~A1 (1) x A 1(2), mit A j(l) x A j(2) E2'(~2 (j = 1,2).
Weiter folgt, mit (1),
,u12(A1(1) x A 1(2) - A 2(1) x A 2(2») = ,u12{(A1(1) - A 2(1») x A1(2)} +
+ ,u12{A2(1) x (A1(2) - A 2(2))} =
(3) =(§ 1, De£.) ,u1(A1(1)-A2(1») .
.,u2(A1(2») +,u1(A2(1»). ,u2(A1(2)_
- A 2(2») < 2'YJ' [,u2(A1(2») + ,u1(A2(1»)].
Aus (1) folgt
,u2(A1(2») <'YJ +m2(A (2»),
wahrend A 2(1) E 2'(10, 2'(10 ~ K 1 und A 2(1) ~ A (1) Iiefern
,u1(A2(1») = m1(A2(1)) ~m1(A (1»).
Mit (3) folgt dadurch
,u12(A1(1) x A 1(2) -A2(1) x A 2(2») < 2'YJ' ['YJ +m2(A (2») +m1(A(1»)],
was mit (2) und 2'(~2 ~ K 12 zu
(mO)dA(l) xA(2»)=(moh2(A(1) XA(2»)
fiihrt; 5) also gehort A (1) X A (2) zum Somenring K12.
II. Einfiihrung von Integralen positiver Funktionen mittels
Ordinatenmengen bei ,u2 und m2 b es chran k t additiv
A. .AuBeres MaB als Ausgangspunkt bei der Definition der
Integration im Sinne von Riemann
§ 4. Spezielle Wahl von ~h, \!3!, 2'(1°, ,u1 und 2'(1.
Als ~h sei gewahlt die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen:
R+ = R+[O~ X(l)< ex:»; ~ho sei der Ring der Teilmengen von R+, deren
ist, folgt
mo(a)=obere Grenze aller fl(c) mit C ~ a und E ~o,
wodurch es zu dem gewiihlten "I ein C~ a und E ~o gibt mit
(f3) fl(c) > mo(a)-rJ·
Aus (ex) und (f3) folgt, bei a au[Jerdem mO.me[Jbar, die Existenz von a und C mit
a ~ a ~ C und a, C E ~o, wobei
fl(a)-rJ < mO(a) = mo(a)=m (a) < fl(c) + "I.
5) Siehe auch lac. cit. 1), § 2.
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jede aus endlich vielen (offenen) 1ntervallen a < x(l) <b (a ~O, b<oo) und
endlich vie len Punkten ~(1 ) aufgebaut ist; 111 sei fur cine Menge {~(1)}
gleich 0, fu r ein 1ntervall (a < x(l) <b) gleich seinem elementaren Mail ;
man hat 5th J ~h (§ 2), wahrend K 1 mit del' Klasse del' nach Jordan
mel3baren Mengen von R+ zusammenfallt.
Bei diesel' speziellen Wahl in gh liiilt sich beweisen :
Satz . Ist in lRz die Menge A(Z) E ~z, also mit (m0h(A(Z») endlich (§ 2) ,
so gib t es fur die (in lR1Z) zu ~lZ gehorende Menge A(lZ) = (O<X(l)<
< h)m, xA(Z) (h endlich) ein endliches iiu13eres (mO)wMaB (§ 2) mit
Bewei s . Zu 1] >0 gibt es eine Menge A~ A(Z) und E 2{zo mit
I1z(A)< (mO)z(A (Z») +1].
Wegen (0 < X(l)< h )9h X A E ~~2 (§ I) wird dadurch
(mOhz(A (lZ») ~111Z((0 < X(l )< h)ml x A) « i :[(mOh(A (2») +1]]
sein , woraus mit 1] ~ 0 folgt
(4)
11
Es sei P = 2, Af xBf, mit AfE~10, BfE~20, (Ah xBh) ·(Af2 XBj2)=0
;=1(h of jz) eine iibrigens willkiirlich gewahlte Uberdeokungsmenge von A (12) .
-Ieder Punkt ~(Z) von A (2) gehort dann zu endlich viel en Bj, somit auch
zur Produktrnenge n(~(2») diesel' Bj • Die Punkte (x(l) , ~(2») mit 0 < X(l )<h
liegen somit in endlich vielen, einander fremden, element aren Mengen,
deren jede Produktmenge ist eines A j mit n(~(2») und somit Teil einer
del' Mengen (A j x Bf ) . Da man bei Anderung del' Wahl von ~(2) immer
nul' endlich viele, voneinander versch iedene Mengen n erhalten kann, sieht
man in diesel' Weise, daB es endlioh viele, einander fremde, elementare
Mengen gibt , welche Produkt aus einem Af und einer Menge n sind, und
welchc sarnt lich zur Uberdeokungsmenge P gehoren . Daraus folgt abel'
daB
(5) fl12(P)~ h · 2, I1z(n) ~h· (mO)2(A (2»)
(n)
ist. Aus (4) und (5) folgt die Behauptung.
Korollar . Bei A(lZ) wie im Satze ist
6) Fur die Definition des hier und in § 5 angewandton inneren Manes mo siehe
loco cit. 1), S. 377 (§ 1, zweito Def.).
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Beweis. Denn bei A wie im Beweise des Satzes ist
(mohz(A(lZ») = md(O < x(l ) < h)lJlr x A) - (mOhz((O < X(1)<b», x
(A - A (Z» )) = h· mz(A) - h · (m0)z(A - A (Z») =h· (mo)z(A (Z»).
B emerkung . Bei A(Z) und A(1Z) wie im Satz und Korollar ist fur
A (1Z) E ](1Z notwendig und hinreichend daB A (2) E ](Z.
§ 5. Annahmen fur 91j, 58;, 2fj O, {h;' 2fj, s , mit j = 1 bzw. 2 wie in § 4.
Fur eine in den Punkten eine r Menge A (Z) in 91z definierte Funktion 1
seien die Werte > 0 und < CX) ; die Ordinatenmenge Q/ ;A(2) sei Q[O < hx(2)<
< / (X(2») ; x (Z) E A (2) ].
D efinition . Ist Q/;A(2) in ffhz (mOhz-meBbar (also E K 12), so heifle 1
libel' A (Z) m2-integrierbar, und del' Wert des mz-Integrals libel' A (Z),
fA (2)1 (x(Z») dm«, sei gleich dem (endlichen) m1z-MaB von Q/;A(2).
Satz . Existi ert SA(2l1 (X(2») dmz, so ist 1 besohrankt auf A(Z), und
ist A (2) E 2fz, also mit (m0)z(A (Z» ) endlich.
Bewei s . Aus E xistenz von SA(2)1 (x (Z») dm2 folgt daf fur die zuge-
horige Ordinatenmenge Q/;A(2) = Q[0 <hXI2)< / (x(Z» ); X(2) E A(Z)] das (end-
liche) m1z-MaB exis t iert . Es gibt somit eine Uberdeckung von Q/;A(2l
mittels endlich vieler disjunkter elementarer Mengen A j x B j (j = 1, ... , k)
in ffhz (§ 1) mit 2,{h1z(A j x B j ) = 2,{h1(A j ) · {hz(Bj ) endlich. Daraus folgt
(i) (j)
die Beschranktheit von 1 auf A (Z ), daneben die Existenz des endlichen
auBcren MaBes (m0)z(A (Z»).
Definiti on. Bei A (Z) in 912und I> 0 in den Punkten von A (Z) exis t iere
das iiuBere (mOh2-MaB del' zugehorigen Ordinatenmenge Q/; A(2 l. 7) Dann
seien oberes und unteres Integral von 1 libel' A (2) definiert durch
bzw.
Mit dem zweiten Sat z von 1), § 2b is folgt unmittelb ar del'
Satz . Bei A(2) und 1 wie im Anfan g dieses Par. und existierendem
(mOh2(Q/;A(2») ist zur Existenz des Integrals f A(2)1 dm2 notwendig und
hinreichend:
7) Wieder ist f besehrankt auf A( 2l, und ist A (2) E W2.
8) Auch Integrierbarkeit von Treppenfunkt ionen la13t sich in einfacher Weise
behandeln unter Anwendung der beschrankten Additivitiit von m12-meJ3ba ren
Men gen in ffi12 und de r Bemerkun g in § 4.
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§ 6. Lemma A. !( X(2») sei >0 und beschrankt auf einer Menge
A (2) E I2h, mit 8 obere Grenz e von! auf A(2). Nun ist, bei O<p <p+h ~8,
und
Hierbei deutet A(2)(f ;Sp +h) die Teilmenge von A(2), in deren Punkten
/ ;S p +h ist , an (au ch bei h =O) ; O(p, p + h ; A(2» ) ist die Punktmenge in
3rl2, deren Punkte (xU), X(2» ) den Bedingungen : X(2) E A (2); p ;;;;; x (l) <
< ! (X(2») -cp-s- h, oder , falls !( x (2») ;Sp+h, p ~x(l) <p+h geniigen.
B e weis. Aus O(p,p +h ; A (2») ents teht durch Fortlassung del' zwischen
X(I )= P und x(l) = p +h liegenden abel' nicht bis zu X(I) = P+h reiohenden
"Ordinatenst iicke" eine Teilmenge, deren (mOh2-MaB, nach dem Satz von
§ 4, gleich h·(m0h{A(2)(f~p+ h)} ist .
R atte man die nicht bis zu x(l) = P+h reichenden "Ordinatenstiieke"
von O(p,p+h;A(2») verlangert bis zu x(l )= p + h, so ware aus 0 eine
Menge hervorgegangen, welche 0 enthielte und deren (mOh2-MaB ;;;;; h·
(m0)? {A (2)(f ;Sp)} ware.
Damit ist (6) bewiesen . In analoger Weise findet man (7) unter An-
wendung des K orollars in § 4.
L emma B . Den in Lemma A gemaehten Annahmen sei hinzugefiigt :
O= xo(l) < Xl(l)< X2(1) < .. . < xn(l)= 8 (8 wie in Lemma A), und o=das
Max imum del' Differenzen Xj- Xj-I .
Dann ist
_ 11




(9) SA(2) ! (X(2») dm«= lim L (Xj( l) - X}~ l ) ' (mo)? {A (2)(f;S Xj(l»)}.
d - O i -2
B eweis. Naeh dem Satz von § 4 und lac. cit . 1) dem letzten Satz
von § 2b is ist
_ 11
(10) SA(2) ! (X(2») dm2;;;;; L (mOh2{O(X}~1 ' xP); A (2l)}+o· (mo)?(A (2») .
i =2
Bei s > 0 liiBt sieh die Ordinatenmcnge Q/; J1{2l (§ 5) iiberdecken von einer
Menge A E 1}l~2 (§ 2) mit
(11)
Aus del' Additivitat von f-l l2 fii r die Mengen von 1}l~2 laBt sieh folgern:
(12)
11L (mOh2{O(X}~1 ' Xj(l); A (2»)} ;;;;;f-ll2(A).
i=2
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Mit e-+ 0 folgt aus (1I) und (12):
(13)
_ n
j A(211(X(2») dm2~ L (mOhz{O(xJ~l ' X/ I ) ; A (2»)}.
i~2
Mit Lemma A folgt aus (13) und (10)(it (X/l ) - xJ~lHmOh {A (2)(j ~ Xj (1 ») } ;:;;TA(2 ) 1(x (2») dm2 ~
(14) ,( ;:;; it(xP) - xJ~lHmOh{A (2)(j ~ XJ~1) } +<5·(mOMA (2 ») .
Da (mO)2{A (2)(j ~ X(I» )) cine beschrankte, monotone F unkt ion von X( I) ist ,
wird nach einer bekannten SchluBmethode bei <5 -+ 0 jede del' in (14)
vorkommenden Summen einen Grenzwert haben , und diesel' ist fur beide
derselbe. Damit ist (8) bewiesen.
In analoger Weise folgt (9) (ebenfalls mit lac. cit. 1) dem letzten Satz
von § 2b iS ; siehe aueh F ulin . 4 und Lemma A ).
Definition. Eine Funkti on I, > 0 und endlich auf einer Menge A (2)
in 9h heiBt m2-me(3bar ou] A (2), wenn fur jedes x(l) mit 0 < X(l) < oo,
eine luichsten« abziihlb ar unendliche Zahlenmenge ausgenommen, die Teil-
menge A(2)(j ~ X(I ») von A (2) m2-meBbar (also EK2) ist ,
Sat z . I st in den Punkten X(2 ) einer Menge A(2) in lR2 die Funkti on
1>0 und endlich , so ist zur E xistenz des Integrals j A(211(x (2 ») dm2 not -
wendig und hinreichend : ex ) A (2) E m:2 , also (mOMA (2») en dlich; 1beschrankt
auf A (2); fJ ) 1 m2-meBbar auf A (2).
1st S obere Grenze von I(X(2») auf A (2), und sind die Teilungspunkte
xP) von (0, S') , wobei S' > S, derart gewiihlt, daB
O= Xo (l ) < Xl (1) < X2(l) < . . . < xn(l )=S'
ist, und daB die Teilmengen A (2)(j ~ Xj(l») von A (2) ftir jedes j = 1, 2, .. . , n
m2-meBbar sind, so wird
n
(15) jA(2) 1(x(2»)dm2= lim .Lxi~1·m2{A(2)(xi~1 ;:;;/ <x/l»)}
6--. 0 i -2
sein ; <5 deutet die groflte del' Intervallangen (Xj- Xj-I) (j =l, 2, ... , n) an.
(Le besgue-Radon sch e D ars tell un g d e s m 2-In t e grals).
Beweis. Nach dem ersten Satz von § 5 (odor von § 9) sind die hier
unter (%: ) gegebenen Bedingungen notwendig. Nach dem letzten Sat z von
§ 5 (oder von § 9) ist ebenfalls die Exist enz und Gleichheit von JA(2) 1dm2
und f A(2) 1dm2 notwendig ; fur diese oberen und un teren Integrale gelten,
nach-Lemma B , die F ormeln (8) und (9).
Da (mO)2{A(2)(j~ x(1»)} und (mo)2{A (2)(j ~ x(l»)} monoton nicht-zuneh-
mende Funktionen von X (l) sind , sind sie gleichzeitig stetig fur alle X (l) -
Werte in (0, S') eine hoohstens abzahlbar un endliche Teilmenge E(l)
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ausgenommen. Die beiden Grcnzwcrte in (8) und (9) sind dann lind nur
dann einander gleich, wenn f'iir alle x ( l) - Werte von (0, 8') - E(l) gilt
dies folgt aus del' Tatsache, daG das a uGere MaG (mOh eine r Menge in
9£2 mindestcns gleieh ihrem innoren :MaGe (mo)2 ist. Also ist auch Be-
dingung (3) im Satze notwendig.
Um gekehrt folgen aus den Bedingungen (X) lind (3) Existenz lind Gleich-
heit von rtl2Jt dm2 lind .IA(2) t dm2 , also nach dem letzten Satz von § 4
(von § 10) die Existenz ~on .IA(2) t dm»,
Die F ormel (15) wird, un te l' den Bedingungon 1X ) lind (3), durch Um-
bildung von (8) erhalten . 9)
Satz . Bei A(2) E ~2 , also mit (mOh(A (2») endlich , gehoren die auf A(Z)
konstanten end lichen positiven Funktionen dann und nur dann zu den
mz-integl"ierbaren F unkti onen wenn A (2) ein mz-MaB hat.
Siehe schon die Bemerk ung am Ende von § 4.
Sa tz . Unter den Bedingungen im vorletzten Satz existiert nioht nur
.lA(2) t dm2, sondern auch .!n(2) t dm2 fu r jede m2-meGbare Teilmenge B(Z)
von A (2) .
Dies folgt daraus daB bei i -cH auf A(2) neben Qt;A(2) auch Qll;R(2)
(mOhz-meGbar ist, somit auch Qt;B12l als Produktmenge del' vorangehenden
Ordinatcnmengen ; siehe auoh die erste Definition von § 5.
Hi er ist ein Punkt erreicht wo die weitere Fortset zung analog verlauft
mit anderen, auf Betrachtung von Ordinatenmengen gegrtindeten Ent-
wick lungen der Riemann- Integration in abstrakten Raumen ; 10) wir
meinen darum diese Fortsetzung untordrucken zu durfen, lind wollen im
folgenden Par, mit einer Behandlung del' Integration an fangen, bei del'
das innere MaG mo anstatt des iiuBeren MaBes mO den Auegangspunkt
liefert .
B. Ln n e r os MaB als A usg a n g sp u n kt b e i del' D efin i ti o n del'
Integr a t i o n i m Sinne von Riemann
§ 7. Unter B. seien IE;, mjO, fl j (j = 1, 2) und ){)IZ, m~2' fl12 wie ill § 1.
2fj sei wieder del' Teilsomenring von IE;, welcher diejenigen Somen au s
IE} enthalt, deren jedes sich durch ein Soma aus ~jO tiberdecken laGt;
f ur jedes A (j) E ~j sei das inn ere MaB
(molJ(A(J»)=obere Grenze del' fl j(A) mit A E mjO, A(il ~ A.
9) VergI. auch loco cit. 3), S. (10 1 u .) 102.
10) VergI. in sbes . loco cit. 3) , §§ 19 u.f, so weit d iese sich auf Riemann-Inte-
gration beziehen,
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Analog definiert man m12; fur jedes A (1 2) E ~h2 sei das innere l\IaG
(mOh2(A(I2»)= obere Grenze del' ,u12(.A) mit ~4 E m~2 ' A (I2) ~ .fl.
,uj und ,u12 erfullen die Hypothese von loco cit . 1), § 5b iS• F ar (mo)j , mj
(j = 1,2) und (mohz, m12 sind dadurch (nach loco cit. 1), § 5biS, Sat z) die
Axiome 1°-4°,5"°, 6° (far mol von loco cit. 1), §§ I , 2b 1S, 3 beioeisbare Baize;
del' eben zitierte Sat z liefert dabei zugehOri ge Somenringc K j (j = 1, 2)
und K I2 von (mo)r bzw. (mOh2-meBbaren Som en, wobei mj ~ Kj ~ mjo und
9112 ~ K 12~ ~(~2 ' wahrend fur A (j) E 91jo (j = i, 2) und A (12) E 2(~2 gilt
mj(A (i») _ (mo)j( A (j» )= ,uj(A (j») bzw. mdA (12») == (mohz(A (lZ») = ,ulz(A (IZ») ;
(](jlmj = (mo)j) ist cine in 2(j vollst andige Erweiterung von (91°, ,uj) (j = 1
oder 2), (K121m12 == (mo)d ist eine in 9hz vollstandige Erweiterung von
(91~21,u12) .
Aus dem ku rsiv gcdruckten Satz loco cit. 1), § 6 geh t her vor daG hier
([{j lmj == (mo)j) mit (Kjlmj - (mO)j) (j = 1 oder 2), und (](IzlmI2 = (mOh2)
mit (K121m1Z = (mOhz) zusammenfallen; die l\Iallerweiterungen von ,uj
(j = 1 oder 2) und von ,uIZ sind sowohl mittels An wendung von aullercm
wie von innerem :Mall zu erhalten. Dies liiBt sich insbes. auch bei Inte-
gra t ionen nutzbar machen.
§ 7b ls . Neben den Resultaten in § 3 fur das iin13ere Ma ll, lassen sich
fiir das in nere MaB i n direkter Weise unter Anwendnng del' Bezeichnungen
VOll § 7 del' hier folgende Satz nebst KorolJ ar ab leiten .
S a t z . Jede element are Menge A(1)xA(2) mit A(1)E K 1, A(Z)E J(z,
somit (moh(A(1»), (mu)z(A(Z») endlich, gehOrt zum Some nring K 12.
Aus dem Satz folgt das
K 0 I' 0 II a 1' : Del' kleinste Ring iibel' die Kl asse del' im Satz defin ier ten
Mengen A (1) x A (2) ist ein (echter oder unechter) 'l'eilring von ](12.
B ewei s d e s Satz es. Aus A(J) EKj (j=I , 2) folgt ll) bei 1] > 0 die
11) D ual e U msetzung vo n Ful3n. 4 liefert: mo (a), definiert miuels It in § 5bls
von lococit . 1), sei endlich. Nach der Definition mi t Bemerkung und nachfolgendom
Satz in § 1 von lac. cit. I) lind dem 8atz vo n § 5b ls in lac. cit . I) ist bei b ~ a und E K :
mO(a ) = mo(b)-mo (b - a )
= p (b) - [obere Grenze aller Il(C) mit c ~ b-a und c E ~!O]
= untere Grenze aller Il(b-c) bei denselben c
;;;; untere Grenze allor p(d) bei d ~ a lind E ~o.
Da a ull erdem nil' ein solches d
Il(d) = mo(d) = mO(d) ;:.:: mO(a)
ist , folgt
mO(a) = untere Grenze alter p(d) mit d ~ a und E mo.
Zu 7/ > 0 gibt es dadurch ein d ~ a und E ~o mit
(y) p(d) < mO(a) + 7J;
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Existcnz eines A 1(J)~ A(J) und E Wl, und eines A z(J) ~ A(j) und E Wjo, mit
(16)
dabei ist mj - (mo)j das (mo);-l\IaB del' So men vo n ]{j.
Von hier an ist dor " Wort laut " derselbe wie des Beweises in § a, an-
fa nge nd mit den Forme ln (2), und mit (16) anstat t (1), Hinweis auf 1),
§ 2bis anstatt auf 1), § 2.
§ 8. Spezi cll e Wahl von ffil, e. , WIO, III und 2ft .
Diese Wahl sei wie im ers te n Absatz vo n § 4. Danoben seien ffi2, ~2,
Woo, fl2 und 2h a llgemein wie in (§§ 1, 2 und) § 7.
Unter diesen Annahmen liif3t sieh beweisen :
Sa t z . 1st in ffi2 die Menge A(2) E 2(2, a lso mit (mo)2(A (2») end!ieh (§ 7),
so gibt es fur die (in ffi12 ) zu W12 gehorende Menge A (12) = (0 < X(I ) <
<h)1Rl ;< A (2) (h endlich ) ein en dl iohes in neres (molt2-MaB (§ 7) mit
(mo)dA (lZ»)=h· (mo)z(A (Z») .
B eweis. Zu 1)> 0 gib t es cine Menge A ~ A (2) und E 2ho mit
fl 2(A) > (mo)2(A (2» ) -1J .
Wegen ( 0 < X(l) <h)1R1 X A E W~2 (§ 1) wird
(moltz(A (12» )~ /ld(O < X(l )< h)1Rl XA) > h- [(mo)z(A(2») -1)]
sein, woraus mit 1) --+ 0 folgt
(17) (mo)dA (lZ») ~h · (mo)z(A (Z» ).
"E s sei P= !Aj x Bj, mit A j E 2hO, Bj EWZo, (Ah x Bh)·(Aj2XBj2) =0
i ~ l
(j l*jz), eine ubrigen s will kurlioh gewahlte Teilm enge , gemaB del' Definition
in § 1, von A (12). Die Mengen B, haben eine Sum me, welch e sieh , mittels
m
Produkt bildung, darst ellen laBt als ! c; wobei auch die o, E 2!Z° (§ 1),
k~l m




fllZ (P) ~ h · !lt2(Ok)~h .(moh(A (2») .
k- l
Aus (17) und (18) folg t die Behauptung des Satzes.
auflerde m gibt es ein if ~ a lind E 9{0 mit
(0) p (6) > mo(a)-n.
A us (y) und (0) [olqt, bei a aufJerdem me-m elibar, die E x isten« von d urul 6 mit
d ~ a;;;) e und d, 6 E 2£0, wobei
Il( d) -'YJ < mo(a) = mO(a) = m(a) < fl(e) + 'YJ .
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Nach Axiom 4°, loco cit. 1), S. 377 (§ 1), fur mo gibt es hier
A ~ A (Z) und E s, (§ 7) mit (mo)z(A) oder mz(A) endlich,
(m0)z(A(Z») = (mo)z(A) - (mo)z(A - A (Z)).
Nun folgt
(mOhz(A (IZ») =mlZ((O<X(1) <b)«. x A) 13) - (mohz((O<x(l) <h)mr x
x (A -A(Z»)) =h.mz(A) -h· (mo)z(A-A (2») =h· (m0)z(A(Z)).
Be mer k u n g . Bei A (Z) und A (12) wie im Satz und Korollar ist fur
A(12) E K 1Z notwendig und hinreichend daB A(Z) E K z.
§ 9. Annahmen fur ffij, ~j, mjO, {1j, mj, s, mit j = 1 bzw. 2 wie in § 8.
Fur eine in den Punkten einer Menge A (Z) in ffi2 definierte Funktion t
seien ihre Werte >0 und <00; die Ordinatenmenge Qt;A(2) sei die Menge
Q[O< hx(2)< t(x(Z)); x(Z) E A (Z)].
Definition. Ist Qt;A(2) in ffilZ (mohz-meBbar (also E K 1Z), so heilse t
tiber A(2) mz-integrierbar, und der Wert des mz-Integrals uber A(Z),
SAIZ) t (X(2») dm«; sei gleich diesem (moh2-MaB.
Satz. Existiert SA(2) t (x(Z») dmz, so ist t beschrankt auf A(Z), und ist
A (Z) E mz, also mit (mo)z(A(2)) und (m0)z(A(Z») endlich.
Fur den Beweis vergleiche § 5, Beweis des ersten Satzes.
De fin i t ion. Bei A (Z) in ffiz und t> 0 in den Punkten von A (2) existiere
das (endliche) innere (moh2-MaB der zugehorigen Ordinatenmenge
Qt;A(2). 14) Dann seien unteres und oberes Integral von tuber A (2) definiert
durch
bzw.
Mit dem zweiten Satz von 1), § 2b is folgt wieder unmittelbar der
Satz. Bei A(Z) und t wie im Anfang dieses Par. und (mohz (Qt;A(Z))
12) Fur die Definition des hier und in § 9 angewandten aul3eren Mal3es mO siehe
lac. cit. 1), S. 377 (§ 1, zweite Def. mit nachfo1gendem Satz).
13) Die m12-Mel3barkeit fo1gt mit dem Satz von § 7b i s •
14) Auch existiert dann das (mOh2-Mal3 von [}!;A(Z), nach lac. cit. 1), § 1, 2er Def.
und drittem Satz. fist wieder beschrankt auf A(2) und A(2) E ~1a.
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existierend ist zur Existenz des Integrals fA(2J t dm2 notwendig und hin-
reichend:
§ 10. Das innere MaB als Ausgangspunkt wahlend lassen sich auch
nun die Lemmata A und B von § 6 und ihre Beweise anschlieBen.
Bei den Beweisen der Lemmata A und B sind der Satz und Korollar
in § 4 durch den Satz mit Korollar in § 8 zu ersetzen.
Die Definition von m2-M efJbarkeit aut A (2) in m2 fur eine Funktion [,
welche auf A (2) > 0 und endlich ist (§ 6) bleibe ungeiindert. Auch der
nachfolgende Satz mit Beweis (Lebesgue-Radonsche Darstellung
des m2-Integrals) liiBt sich dann in der von innerem MaBe ausgehenden
Riemannschen Integrationstheorie anschlieBen; das gilt ebenso fur die
beiden letzten Siitze von § 6.
C. Erweiterung der gemiiB einem der beiden vorangehenden
Verfahren erhaltenen Riemann-Integrale
§ 11. Aus dem ersten Satz von § 5 und ebenso aus dem ersten Satz
von § 9 geht hervor daB Existenz des Riemann-Integrals einer auf A (2)
positiven endlichwertigen Funktion t fordert: a. A (2) E Ilh; b. t beschrtinki
aut A (2), wahrend nach dem vorletzten Satz von § 6 15) eine auf A (2)
endliche positive Konstante dann und nur dann ein Riemann-Integral
iiber A(2) hat, wenn auBerdem: c. A(2) ein m2-MafJ hat. Aus dem letzten
Satz von § 6 15 ) folgt daB unter den Bedingungen a., b., c. auch Se(2) t dm2
existiert bei B(2)~ A (2) und m2-meBbar; f t dm2 ist beschriinkt additiv
fur die Mengen B(2) ~ A(2), E K 2.
Wir beschranken uns darum in m2 auf Integrale uber Mengen in K 2,
also mit (endlichem) MafJ m2.
Nach der Einfuhrung von K 2 gemiiB einer der vorangehenden Methoden
liiBt sich eine zugehorige Klasse K 2* von Mengen einfuhren durch:
E E K 2*, falls E· A (2) E K 2 fur jedes A (2) E K 2. 16)
K 2* hat folgende Eigenschaften:
IX) die Klasse K 2* ist ein Mengenring;
fJ) K 2* enthalt m2 als Element;
y) K 2 ist ein Ideal in K 2* ;
0) aus EE'i132 mit E·A(2)=0 fur jedes A(2)EK2 folgt EEK2* ; die
Teilklasse von 'i132 mit dieser Eigenschaft ist ein Mengenring und em
Ideal in 'i132.
Definition. Fur eine Menge E E K 2* und eine auf E definierte
15) Siehe auch den letzten Absatz von § 10.
16) Also nach dem allgemeinen Verfahren fur Somen in lac. cit. I), § 7.
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Funktion t mit endlichen, posit iven Werten und m2-I ntegralen tiber jede
Menge E ·A (2) mit A (2) E K 2 17) sci die
obere Grenze aller Werte von JE.A(21t dmz bei A (Z) E K 2
endlieh; dann definiere diese obere Grenze den Wert von .IEt dm2.
B emerkungen: a. Ftir die l\Iengen von K 2 werden dureh diese
Definition die K lasse del' m2-integrierbaren Funk t ionen un d die (endliehen)
Werte del' zugehorigen 1nz-Integrale (§§ 5, !l) nieht geandert.
b. vVahrend eine tiber E E K z* m2-integrierbare Funkt ion auf jeder
Menge E· A (2), bei A (2) E ](2, besohrankt ist, braucht sie im allgemeinen
auf E selbst nieht besehran kt zu sein. Man konstruier t leieht Beispiele.
e. Hat t ein 1n2-Integral tiber eine nieht leere Menge E E K z*, so gibt
es immer eine monoton nioht-abnehmende Fol ge {A n (2) } n= I ,2, . . . von
Mengen in K 2 mit
I Et dm2= lim JE'An(21t dm2.
n-+ OO
Dabei ist , mit CE.A
n
(21 eharakteristisehe Funktion von E· A n(2),
lim IE'A
n(2)CE. All(Zl dmz oder lim mz(E · A n (2 »)
n-+oo 1'&---+00
ent weder endlieh oder unen cUieh ; einfaehe Beispiele zeigen daB beides
moglich ist.
d. Hat t ein m2-Integra l tib er Ej E K 2* (j = 1, 2) , wobei E 1 • E2 = 0, so
ist f aueh mz-integrierbar tiber E }+ E z, mit
e. Raben [: und Iz tiber E E K 2* ein m2-Integral, so ist dies aueh del'
F all fur /t +f2, mit IE(/t +lz) dm2=IE/tdm2+IE/z dm 2.
B ei spiel zu b. und e . : lRz die reeHe Zahlengerade, )82 del' Semen-
ring ihrer Teilmengen ; P eine fest gewahlte Summe von abzahlbar un-
00
endlieh vielen, paarweise disjunkten Intervallen in lR2: P = L Un; ~f20 del'
n -l
Teilmengenring von )82, gebilde t von aus endlieh vielen disjunkten Inter-
vallen und einz elnen Punkten aufgebauten , in P liegenden l\1engen , wobei
das MaI3 f-l2 einer solchen Menge die Summe del' elementaren Langen jener
Intervalle ; 9f2 del' Ring del' von einer Menge aus 9{2o ub erdeokbareu , also
auch in P liegenden Mengen; K 2 del' Ring del' m2-me Bbaren Mengen ,
wobe i 9{2 -:) K 2 -:) 9{20, und m2(A(2» ) das J ordan sehe MaG von A(2) E K 2;
K 2* wie oben aus K 2 hervor gehend. Zu un terseheiden sind folgende F alle :
1° Bei EEK2*, t endlieh und positiv auf E , ist, bei E ·(lR2- P )# 0,
Existenz und Wert des Integrals IE f dm2 von den Werten von t in den
17) Bei E .A(2 ) 'leer sei der zu geh ori ge Integralwer t Null.
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00
Punkten von E· (ffi2- P) unabhangig. 2° Bei L m2(un) endlich ist die
n~l
charakteristische Funktion Cp von P m2-integrierbar tiber P (und ffi2)
00 00
mit fpcpdm2 =f'ill2cpdm2= Lm2(un); bei Lm2(un)= +00 existieren diese
n~l n~l
Integrale nicht. Bei m2(un)= Ijn und t= (ljn2). (ljm2(un)) in den Punkten
00
von Un (n= 1,2, ... ) ist zwar L m2(Un)= +00, aber fist besohrankt auf
n=l 00
P mit existierendem m2-Integral fp t dm2( = L Ijn2). 3° Die auf P nicht
n~l
besehrankte Funktion /" mit Wert n in den Punkten von Un (n= 1,2, ... ),
00
hat bei m2(un)= Ijn3 ein m2-Integral tiber P: fp /' dm2(= L Ijn2).
n~l
(To be continued)
